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Abstrakt

Clanek se zabyva studiem vhodnych matematickych modeld pro popis $ifeni epidemie
chiipky. Modely jsou aplikovdny na data (pocCet nakaZenych jedinct akutnim respira¢nim
onemocnénim vcetn¢ chiipky) Zdravotniho ustavu se sidlem v Ostravé ziskanych v rdmci
Systému monitorovani zdravotniho stavu a Zivotniho prostiedi CR za obdobi 2001 — 2010.
Cilem price je konstrukce vhodného matematického modelu $iteni chiipky. Clanek uvadi

v v

standardni deterministicky model Sifeni epidemie a dvé metody analyzy ¢asové fady.

Abstract

This paper deals with mathematical models suitable to describe spread of the epidemic of
influenza and validates the application of these models to the data of the Health Institute in
Ostrava obtained under System of health and environment monitoring in the Czech Republic
for the period 2001 — 2010. Aim is to design a suitable mathematical model of the spread of
flu, so such a model to be valid.

Uvod

Terminy pouzivané v simulaci a modelovani mohou mit jiny vyznam v béZném jazyku, resp.
v odbornych terminologiich jinych profesi. Matematické modelovani méd pak vyznam pii
studiu redlnych procest. [13] Clanek se zabyvd modelovanim epidemie chiipky.

NP

Clanek prezentuje klasicky model Sitfeni epidemie: Kermackliv — Mc Kendrickiiv model a
simulacni experiment v zdvislosti na pocateCnich podminkéch. Z analyzy Casovych fad jsou
v ¢lanku uvedeny dva pfistupy: sezénni dekompozice Casové fady a Boxova — Jenkinsova
metodo

V zévéru price se pak ovétuji vysledky téchto modell na experimentdlnich datech pro
vybrané ¢asti mésta Ostrava. VIiv na pocet nemocnych akutnim respiratnim onemocnénim
vcetn¢ chiipky ma jist¢ také lokalita, ve které se epidemie chiipky zkoumd. V Ostrave je
hlavnim problémem mnoZstvi emisi v ovzdusi, které v soucasnych letech klesa. Celkové lze
fici, Ze pocet nakaZenych jedincii akutnim respiraénim onemocnénim vcetné chiipky ma
klesajici trend. [11]

1. Zakladni charakteristiky epidemiologickych dat

Data, ktera jsou pouzita v této praci, pochézeji z databaze sledovani MONARO za roky 2001-
2010 a byla poskytnuta Zdravotnim tstavem se sidlem v Ostravé. Data byla ziskand v rdmci
Systému monitorovani zdravotniho stavu a Zivotniho prostiedi CR. Databdze obsahuji kéd
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obvodu, den vySetfeni, rok narozeni, pohlavi, diagnézu v rozliSeni akutni respiracni
onemocnéni a ostatni. Zdrojem dat je Zdravotni dstav se sidlem v Ostravé a data jsou ziskana
v rdmci Systému monitorovani zdravotniho stavu a Zivotniho prostfedni CR za obdobi 2001-
2010. [4]

Jednd se o denni udaje spolupracujicich 1ékait s ordinacemi v obvodech Slezskd Ostrava,
Moravskd Ostrava a Pfivoz, Maridnské Hory a Hulvdky, Poruba, Ostrava-Jih. Chiipkova
epidemie se zkoumd od 30. tydne jednoho roku do 29. tydne dalSiho roku.

Veskera poskytnutd data Zdravotnim tstavem se sidlem v Ostravé zachycuje Obr. 1. Denni
udaje o poctu nemocnych byly upraveny pro lepsi interpretaci na tydenni poCty nemocnych
akutnim respiracnim onemocnénim. V obdobi od 30. tydne roku 2001 do 53. tydne roku 2010
byla primérnd tydenni nemocnost akutnich respiracnich onemocnéni vcetné chiipky na
100000 obyvatel 116 nemocnych.
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nemocni/100 000 obyvatel

O\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
s (tycny 302001-53/2010)

Obr. 1 Tydenni nemocnost v jednotlivych tydnech (30. tyden/2001 — 53. tyden/2010)

2. Kermackiv — Mc Kendrickiv model

Tento model je pfi své jednoduchosti obecné pfijiman pro aproximaci pribéhu epidemie

nakazlivym onemocnénim. Déle vychazim z praci [5,7,8,15].

Predpoklada splnéni téchto podminek:

e Nemoc je pfendSena kontaktem mezi infikovanym a zdravym jedincem, ktery neni vici
této nemoci imunni. Tento jedinec se nazyva vnimavym jedincem.

¢ Vsichni infikovani jedinci mohou se stejnou pravdépodobnosti pienést nemoc, stejné jako
vSichni vnimavi jedinci mohou tuto nemoc dostat se stejnou pravdépodobnosti.

e U kazdé nemoci je dileZitd doba, kterd je potfebnd k tomu, aby se vnimavy jedinec po
setkani s ndkazou stal sdm nakaZzlivym. Piedpoklad4 se, Ze tato latentni doba je tak mala,
Ze ji lze povazovat za nulovou. Proto se vnimavy jedinec okamzit¢ po styku s nemoci
stavd infikovanym jedincem.

e Zkoumand populace je uzaviend, tzn., Ze nedochdzi k narozeni Zadnych novych jedinct,
neuvazujeme zZadny mozny pohyb obyvatelstva, mrtvi jedinci nejsou z populace vytazeni.
Celkovy pocet jedincii v populaci je tedy konstantni.

UvaZuje se rozdé€leni populace do tif skupin:
e Skupina infikovanych jedincii s poétem I(¢) v ¢ase 1.
e Skupina vnimavych jedincii s poétem V(r) v &ase .

114



e Skupina imunnich jedinct, tedy presnéji téch, ktefi prodélali nemoc a nejsou déle infekéni
ani vnimavi, s poétem R(¢) v ¢ase r. Do této skupiny jsou zahrnuti i zemfeli jedinci.
Podminku uzavienosti a kone€nosti populace 1ze vyjadfit vztahem:

I(r)+V(r)+R(r) = N =konst. (1)
Platf: () = o () (1) -BI2), )

NP

kde a je koeficient Sifeni ndkazy a koeficient S piedstavuje pomérnou Cast
infikovanych jedinct, ktefi pfejdou do imunni skupiny. Pro jeji ¢asovou zménu plati

rovnost
R(t)=BI(r). 3)

Tieti diferencidlni rovnice, kterd vyjadiuje poCet vnimavych jedinci, je derivaci podminky
(1). Tedy I'(t)+V'(t)+R(r) = C;—];’ =0 alze psét nasledujici rovnosti:
V()= =1e) = R(t) = —a (e)1 () + B1 () -1 (¢) @
V(t)=—al(t)V(¢)
Dostavame soustavu tif diferencidlnich rovnic (2) — (4) tedy:
I'(e)= ol (e)v (c)-BI(r),
R(1)=pI(r),
|%

(l
() —aI(t) (1),

kterd je zndma pod ndzvem Kermacktiv — Mc Kendrickliv model.

Tab. 1 Schématické znazornéni Kermackova — Mc Kendrickova modelu

a B
! 1 R

A%

Tento model byva napi. v [8] uvddén jako model SIR (Susceptible — nachylny, vystaveny
ur¢itému vlivu, Infective — infekéni, Removed — odstranény). Uvazuje se zde model bez vitdlni
dynamiky, tzn., Ze tento model nebere v ivahu pfirtistek populace ani imrtnost.

Vzhledem k podmince uzavienosti populace (1) Ize pocet diferencidlnich rovnic zmensit.
Napiiklad je V()= N —1I(r)—R(t). Dosazenim V(t) do rovnice (2) vede k soustavé dvou
diferencidlnich rovnic
I'e)=1(e)aN - B - ad(t)-aR(t)), (5)
R(t)=B1(r). (6)

Koeficienty @, A jsou kladné. Pfedpoklada se, ze V(0)=V, >0, 1(0)=1,>0, R(0)=0,
V,+1,=N. Kazdd pocatecni uloha pro (5), (6) ma jediné uplné feSeni. Z rovnice

B

I't)=al(tV ()= BI(t) plyne, Ze pro V, <— by epidemie viibec nezacala, protoZe, Ze pokud
a
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I'(r) <0 je funkce I(f) klesajici. Proto pfedpokliddme V, > ﬁ Epidemie tedy zacind aZ pfti
a

Vo vétSim nezZ jistd prahovd hodnota p = ﬁ . Tomuto jevu se fika prahovy efekt. [12], [14]
o
V literatuie [5] je dokdzana Kermackova — Mc Kendrickova prahova véta:
Pokud populace méla na pocatku epidemie p + & vnimavych jedinct, pak se jejich pocet na
konci epidemie snizina p — €.
Epidemicka kiivka
Diilezitym pojmem je epidemickd kiivka W (t), kterd popisuje zmény v poétu infikovanych.
. . . 1 .
Tato kiivka je ddna rovnici W)= dT(t) =al(t)N-1I(t)), kde @ je pocet vnimavych
t

jedinct, na které prenese nemoc jeden infikovany jedinec za jednotku Casu.

)= Lyo(N = 1p)e™
(1-B-e))
N
Monoténnost W (¢) se uréi na zakladé vlastnosti jeji derivace.
0= - L o 1) = a0 1)~ ) )=
ad (t)(N —21(t) = &’1(e)(N - 1(e))(N —21(2))

(7

ReSenim diferencidlni rovnice dostdvame: Wt

S

W()=0 o I1()=0 v I(t)z% v I()=N

Potom, je- li I(r)e (O,%), pak W'(r)>0 a tedy epidemickd kiivka W(r) je na tomto
intervalu rostouci. Je-li I(¢)e (%,N j, pak W'(r) <0 a epidemicka kiivka W(r) je na tomto
intervalu klesajici. Epidemickd kiivka W (¢) nabyvé svého maxima pro I(t)= % .

Z toho také vyplyvi, Ze feSeni rovnice I'(t)= ol (t)[N -1 (t)] pro 1(t)e [O,%) je na intervalu

N . N y o N
[O’Ej konvexni, na intervalu [E,N j konkédvni a v bodé ¢ *, pro ktery plati I(¢*)= B ma

inflexni bod. Tento inflexni bod musi byt v bodech, pro které plati W’(t) = (0. Z ptedchozich

, N . NI ™" N
zavért vyplyva, 7e W(t) = 0 pravé, kdyz 1(¢*)= - coLje W =
0 0

1 N-1I
To znamena t¥=—1In 0.
oN I,
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N S .. PP, .
Z vypocti tedy vyplyvd, Ze pokud [, < > pak epidemickd kiivka nabyva svého maxima

1 N-1I e y oN’
vbodé¢ t¥=——In i . tedy v tomto Case se epidemie Sifi nejrychleji a W(r*) = 2
0
W (t)
w (0)

N
Pokud 1, > EX pak t* < 0, pak funkce W(t) v Case t € (0,00) svého maxima nenabyv4.

Obr. 2 Epidemickd ktivka

2.1 Aplikace klasického epidemiologického modelu

Pro Kermacktv — Mc Kendrickliv model byl vytvofen simulaéni program v jazyku C. [9, 10,
13]. Pomoci tohoto programu je simulovdno Sifeni epidemie chfipky v sez6né 2002-2003 u
déti ve véku od 6 — 14 let ve vybranych ¢4stech mésta Ostravy, konkrétné Maridnské Hory a
Hulvaky. V téchto Castech Ostravy Zije 12 982 obyvatel, z toho déti ve véku od 6 do 14 let
tvoti asi 7,8% [16]. Pocatecni hodnota poctu vnimavych jedincti byla zvolena 1000.

Nejvétsim problémem bylo ur€it koeficienty o, B. Zde vychdzim z publikaci [2, 3], kde jsou
uvedeny intervaly pro odhady téchto koeficientd. Na zdklad¢ pozorovanych dat program
identifikoval hodnoty parametrti « = 6,5.10~ tyden™, 8 = 0,262 tyden™".
Pro simula¢ni pokus byly stanoveny tyto hodnoty:

N =1053,V(0)=1000,R(0)=0,1(0)= 53, =6,5.10™ tyden™", B =0,262 tyden™" .

1000

800

600 ~

400 -

pocet jedinct

200

0 T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

tyden 2003

- = =(t)-model V(t)

Obr.3  Vyvoj chiipkové epidemie v€kové skupiny 6 —14 let v sezén€ 2002-2003
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Nésledujici Obr. 4 ukazuje, jak se simulovana data shoduji s daty skute€nymi. Na pocatku, na
konci a ve vrcholu epidemie chiipky v 3. — 12. tydnu roku 2003 se hodnoty shoduji.

400
3 300 - N
[ - ~
S s .
2200 r— <
g. 100 o '/ -
/, =T
O T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tyden 2003
= = = [(t)-model I(t)-skute¢né
Obr. 4 Simulované a skutecné pocCty infikovanych jedinct

Tab. 2 Simulované a skute¢né pocty infikovanych jedincti
Tyden 2003 Simulované Skute¢ny pocet
hodnoty /(7) infikovanych jedincti
3 53 53
4 108,8 91
5 189,2 101
6 260 211
7 283,3 282
8 255,8 215
9 205,1 130
10 153,1 107
11 109,5 92
12 76,4 90

V sezéné 2002 — 2003 byla nejvyssi hodnota poctu infikovanych déti ve v€ku od 6 — 14 let
282 a to v 7. tydnu roku 2003. Hodnota vypocitand pomoci simulaéniho modelu byla ve
stejném tydnu 283 infikovanych déti. Od tohoto tydne zacind pocet infikovanych déti ve véku
od 6 — 14 let klesat a napt. v 12. tydnu roku 2003 je skute€nd hodnota 90 infikovanych
jedinct a odhadnutd hodnota je 76 infikovanych jedinct.

Timto modelem byly dosazeny dobré vysledky v pfipadech, kdy se jednalo o uzavienou
skupinu jedinct.
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3. Aplikace metod analyzy ¢asovych Fad

Tato kapitola je vénovdna dvéma metoddm analyzy cCasové tady. Nejprve je provedena
sezonni dekompozice ¢asové fady a na jejim zdkladé¢ odhadnut vyvoj ¢asové fady do konce

s Wz

roku 2012. V druhé Casti se pak modeluje Casova fada pomoci ARIMA modeli.

Pro tyto ucely musela byt data upravena do mésic¢nich hodnot poctu nakaZenych akutnim
respiracnim onemocnénim vcetné chiipky, protoZe program SPSS nemé ve své nabidce volbu
datové proménné ,,rok-tyden®. [15]

3.1 Sezénni dekompozice ¢asové Fady

Program SPSS nabizi dvé varianty sezonni dekompozice casové tady: aditivni nebo
multiplikativni. Pro tuto ¢asovou tfadu byl zvolen multiplikativni model, protoZe amplituda
Casové tfady se s rostoucim ¢asem zmenSuje. [1] V ndsledujici tabulce jsou uvedeny sezénni
faktory, které fikaji, Ze napiiklad nejvyS$§i pocet nakaZenych akutnim respiracnim
onemocnénim vcetné chiipky byva v unoru a to o 43,6 % vice nez je predpoklddany pocet
0 62,3 % nakazenych mén¢ nez je mésicni predpokladany pocet nakaZenych jedincti akutnim
respiratnim onemocnénim.

Tab. 3 Sezo6nni faktory — vystup programu SPSS
Mésic Sezoénni Mésic Sezoénni
faktory faktory
Leden 131,5 Cervenec 41,5
Unor 143,6 Srpen 37,7
Biezen 104,2 Zari 98,1
Duben 94,4 Rijen 128,1
Kvéten 75,8 Listopad 134,8
Cerven 76,9 Prosinec 133,4

Rovnice odhadnuta regresni analyzou ma tvar y, =1618-6,3r ¢r=1.2,...

Teoretické hodnoty poctu nakazenych jedincti na 100 000 obyvatel od ledna 2002 do prosince
2011 jsou uvedeny nizZe v Tab. 5.

3.2 Boxiiv — Jenkinstv model ¢asové rady

V této metod¢ se neklade diiraz na systematickou sloZku Casové fady y,, ale na slozku
nesystematickou, tedy rezidualni slozku a,. Pfedpokladem pro pouziti této metody je, ze
modelovand Casova fada musi byt staciondrni. V ptipad¢, Ze staciondrni neni, Casovou fadu
diferencujeme. Pfi analyze Casové tady poctu jedincii nakaZzenych akutnim respiranim
onemocnénim byla provedena diference ¢asové fady tak 1 sezonni diference. Kde pod pojmem
diference rozumime Ay, =y,—y,,, t=2,..,n a sezonni diference Ay, =y, —y,_, , kde sje
délka sezoénni periody (u mésicnich cCasovych tad 12, u ctvrtletnich 4). Na zdklad¢

identifikace modelu byla do modelu zahrnuta slozka klouzavych priméra (obycejnych i
sezonnich). Jako nejlepsi z hlediska kvality modelu vychazi model SARIMA(0,1,1)(0,1,1)15.

(1]
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Tab. 4 Hodnoty koeficientli v SARIMA modelu — vystup programu SPSS

B SEB T-RATIO PROB.
MA1 0,7378 0,0687 10,739 0.0000
SMA1 0,7873 0,1528 5,152 0,00000134
CONSTANT -3,2 3,6 -0,88 0,381

Oba koeficienty = MA1=0,737; SMA1=0,787 jsou statisticky vyznamné na hladin¢
vyznamnosti 1% .

Dostdvame tedy nasledujici vztah, ktery popisuje tento model:

v, =324y, + Yy _,ty._;+a —0,737a,_,-0,787a,_,, +0,58a,_,.

Nasledujici graf opét ilustruje skutecné hodnoty poctu nakaZenych jedincli akutnim
respiratnim onemocnénim a hodnoty odhadnuté pomoci SARIMA modelu. V grafu jsou
znazornény 1 hodnoty predikované aZ do prosince roku 2011.
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Obr.5 Porovnani skute¢nych a teoretickych hodnot poc¢tu nakazenych jedinct
na 100 000 obyvatel od ledna 2001 do prosince 2011
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Tab.5 Srovnéni predikovanych hodnot ziskanych analyzou ¢asové fady
(sez6nni dekompozice ¢asové fady, Boxiiv — Jenkinstiv model ¢asové fady) a
skute¢nych hodnot poc¢tu nakazenych jedincti na 100 000 obyvatel
Rok 2011 | Odhadnuty pocet Odhadnuty pocet Skutecny pocet
nakazenych jedinci | nakaZenych jedinci na | nakaZenych jedinci
na 100000 obyvatel 100000 obyvatel na 100000 obyvatel
modelem sezéonni | Boxovym — Jenkinsovym | v Moravskoslezském
dekompozice modelem kraji
(Ostrava) (Ostrava)
Leden 1321,69 1246,8 1692
Unor 1435,96 1420,6 2115
Bfezen 1034,42 1049.,4 1543
Duben 931,57 830,5 1120
Kvéten 743,41 563,2 neuvedeno
Cerven 749,80 569,4 neuvedeno
Cervenec 402,54 64,3 neuvedeno
Srpen 362,47 33,2 neuvedeno
Zari 937,40 829,4 1042
Rijen 1216,29 1084 neuvedeno
Listopad 1270,51 1085,6 1046
Prosinec 1247,83 1121,8 1356

V obdobi chiipkové epidemie, tj. 4. — 12. kalendéini tyden dosahuji obé Casové fady svych
maximalnich hodnot. Predikované hodnoty poctu nakazenych jedinci se vyrazné odliSuji
v letnich mésicich. V tomto obdobi se chfipkovd epidemie nepfedpokladd, takZe tento
nedostatek nepovazuji za vyznamny.

Ve tfetim sloupci tabulky jsou uvedeny skute¢né pocty nakaZenych jedincti na 100 000
obyvatel v Moravskoslezském kraji ziskané z Krajské hygienické stanice Moravskoslezského
kraje se sidlem v Ostravé [11]. Skutecné pocty nakazenych jedincl pro vybrané ¢asti mésta
Ostravy nejsou dostupné.

Zavér
V této praci jsou uvedeny matematické modely pro popis Sifeni epidemie infekénich
onemocnéni. Epidemiologie je védni obor, ktery se podle definice WHO zabyva studiem

rozdéleni a pfi¢in nemoci a udélosti spjatych se zdravotnim stavem lidské populace a aplikaci
téchto poznatkil pfi feSeni zdravotnich problémi.

Déle jsou v této praci charakterizovdna epidemiologickd data. Jsou zde aplikovdny dva
pfistupy k Casovym fadam (sezénni dekompozice casové fady a Boxova — Jenkinsova
metodologie). Déle je zde uveden klasicky model Sifeni epidemie a simula¢ni experiment
v z4vislosti na poc¢dte¢nich podminkach.

Cilem prace bylo navrhnout vhodné matematické modely pro popis Sifeni epidemii chiipky a
ovéfit tyto modely na experimentdlnich datech pro mésto Ostrava, resp. vybrané ¢ésti
Ostravy.

121



Literatura:

[9]

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

ARLT, J., ARLTOVA, M. Piiklady z analyzy ekonomickych casovych Fad. Praha:
VSE, 1997. ISBN 80-7079-056-3.

BAILEY, N.T.J. The Elements of Stochastic Processes: with Applications to the
Natural Sciences. New York: John Wiley&Sons, 1990. ISBN 0-471-52368-2.

BICIK, V., CRHAK, L. Modely a modelovdni v biologii. Olomouc:UP, 1985.

Bulletin Krajské hygienické stanice Ostrava. Ostrava:KHS, leden 2000 — prosinec
2009.

BRAUNER, F., CASTILLO—CHAVEZ, C. Mathematical Models in Population
Biology and Epidemiology. New York: Springer, 2001. ISBN 0-387-98902-1.
GOPFERTOVA, D. Epidemiologie. Praha: TRITON, 1999. ISBN 80-7254-037-8.
HOLCIK, J., FOIT, O. Modelovdni biologickych systémii. Brno: VUT, 2001. ISBN
80-214-2023-5.

KALAS, J., POSPISIL, Z. Spojité modely v biologii. Brno: Masarykova
univerzita,2001. ISBN 80-210-2626-X.

KERNIGHAN, B.W., RITCHE, D.M. Ucebnice programovaciho jazyka C.
Bratislava: Alfa, 1998.

KINDLER, E. Simulacni programovaci jazyky. Praha: SNTL, 1980.

ODBOR PROTIEPIDEMICKY. Krajskd hygienickd stanice Moravskoslezského kraje
se sidlem v Ostravé [online]. 2011 [cit. 2012-06-20]. Dostupné z:
<http://www .khsova.cz/01_aktuality/pe.php>.

KRIVY, L. Modely v populacni biologii a ekologii. Ostrava:Aleko, 1991. ISBN 80-
7042-047-2.

KRIVY, I, KINDLER, E. Simulace a modelovdni. Ostrava: OU, 2001. ISBN 80-7042-
809-0.

KRIVY, 1. A Branching Process Model in Epidemiology. Biocybernetics and
Biomedical Engineering, vol. 17, no. 1, pp. 169-179. ISSN 0208-5216.

MAREK, L. Statistika v SPSS. Casové rady. Praha: VSE, 1995. ISBN 80-7079-642-1.
OSTRAVA. Faktografické listy. Statutdirni mésto Ostrava — magistrat: odbor
ekonomického rozvoje, 2010.

JEL C22, C15

Mgr. Radmila Stoklasova, Ph.D.
Katedra matematickych metod v ekonomii
SU OPF Karvina

Univerzitni ndm. 1934/3

733 40 Karvind

stoklasova@opf.slu.cz

122



